VECTORES

Ejercicios resueltos. Curso de Fisica COU. A. Pefia, F. Garzo
Ejercicio resuelto 1, p21.

Halla el vector unitario perpendicular al plano formado por los vectoresu=2i-6j-3k y
v=4i+3j-k.

in[-1:= Clear["Global %"]
borra

Definimos los vectores:

n[-]:= u= {2, -6, =3}3
v=1{4, 3, -1};

Su producto vectorial sera un vector perpendicular al plano formado los vectores

i j ok
w:uxv:(2,-6,—3)x(4,3,—l)=[2 -6 —3]
4 3 -1

Calculado sera:

in[-]:= w=Cross[u, V]
producto vectoria

Out[+]=
(15, -10, 30}

Si representamos graficamente el vector producto vectorial w, veremos que es perpendicular al
plano formado por los vectoresuy v:
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in[-]1:= Graphics3D[{Black, Arrow[Tube[{{0, ©®, 0}, u}]],
grafico 3D negro flecha [tubo

Arrow[Tube[{{0, ®, O}, V}]], Red, Arrow[{{0, O, O}, w}], White,

flecha [tubo rojo |flecha blanco
InfinitePlane[{0, 0, 0}, {u, V}]}, Axes » True, PlotRangePadding - 2]
plano infinito ejes verd--- |extension del rango de represen

Out[e ]=

Podemos verificar que el resultado es perpendicular a ambos vectores, aplicando la condicién de
perpendicularidad. El producto escalar de los vectores es igual a cero.

In[]:= {WeU, WoV}
Out[s]=
{0, 0}

También podemos visualizar el area del paralelepipedo formado por los vectores u y v:
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in[-1:= Graphics3D[Parallelepiped[{0, 0, O}, {u, V}]]
grafico 3D paralelepipedo

outf[~]=

La ecuacion del plano formado por los vectores u, v sera:

In[-]:= We {X, Y, Z} ==
Out[+ ]=
15x-10y +30z =

Aprovechamos para calcular el area del paralelogramo definido por los vectores. Serd el médulo
del vector, producto vectorial resultante de los vectores u y v:

in[-]:= Norm[uxv]
norma

outf[~ ]=
35

Como lo que se quiere es calcular un vector unitario en la direccion y sentido del vector producto

vectorial. Es decir w =|w | u. Tendremos que dividir el vector por su mddulo: u = I_://I

w
Infe J:= ——
Norm[uxv]

Oout[+]=

Ejercicio resuelto 2, p22.

Un soélido rigido gira alrededor de un eje que pasa por O con una velocidad angular w. Demostrar
que la velocidad lineal v de un punto P del sélido cuyo vector de posicidn es r, viene dada por v =
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In[+]:=

In[6]:=

out[6]=

In[e]:=

wxr,siendo w un vector de médulo wy cuya direccidén y sentido son los del avance de un sacacor-
chos que gira en el sentido del movimiento. (Fig. 1.21)

Clear["Global ="]
[borra

Import|
[importa

"/Users/miguelseguramatarredona/Documents/Ciencia/Mathematica/Imagenes/sélido

rigido.png"]

Como el punto P describe una circunferencia de radio r sen 6, el médulo de la velocidad lineal v es:
[V]= w (rsen6) =|w x r|

Por tanto el vector v es perpendicular a los vectores w y r de tal forma que los tres componen un
triedro a derechas. Luego v tiene el mismo mddulo, direccidon y sentido que w x r. El vector w se
llama velocidad angular.

Ejercicio resuelto 3, p22.

Una particula se mueve a lo largo de una curva cuyas ecuaciones paramétricas son: x=e *, y=2
cos (3t) y z=2sen (3t). Donde t representa el tiempo. Se pide: a) Halla la velocidad y aceleracion
en funcidn del tiempo. b) Halla el médulo de la velocidad y la aceleracion en el instante t = 0.

Clear["Global "]
[borra

En primer lugar definimos el vector r, posicion de la particula:
r=(xi+yj+zk)

Su construccion sera a partir de:
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mil= u={i, 3, k};

inl-1:= ¢ = {Exp[-t], 2Cos[3t], 2Sin[3t]};
exponencial coseno seno

El producto escalar del vector u por el escalar ¢, me da el vector posicién r:

In[+]:= F =CalU

Out[e ]=
eti+2jCos[3t] +2kSin[3t]

La velocidad de la particula vendra dada por v = dr/dt:

In[+]:= V=D[r, t]
deriva

Out[+]=
—e*i+6kCos[3t] -67Sin[3t]

La aceleracion vendra dada por a = dv/dt:
n[-1:= a=D[v, t]
deriva

Out[s]=
et9-18jCos[3t] -18kSin[3t]

La velocidad y la aceleracion en el instante t = 0:

mil=Vv/.t->0

Out[e ]=
-i+6Kk

mil=a/l/.t->0

Out[s]=
i-187

Los mddulos de la velocidad y la aceleracion en el instante t = 0:
= v={-1, 0, 6}
mi]:= a= {1, -18, 0}

in[-1:= Norm[v]

norma
out[~]=
\[37
mn[-]:= Norm[a]
norma
Out[s ]=
5413

Ejercicio resuelto 4, p22.

El vector de posicion de una particula en movimiento viene dado por r=cos wt i + sen wt j donde
w es una constante. Se pide: a) Demostrar que la velocidad v de un particula es perpendicularar.
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In[+]:=

In[e]:=

In[+]:=

In[e]:=

Out[s]=

In[e]:=

In[e]:=

outfs]=

In[+]:=

Out[+]=

b) Demostrar que la aceleracion a esta dirigida hacia el origen y su médulo es proporcional a su
distancia al mismo. c) Demostrar que el vector r x v es constante.

Clear["Global ="]
borra

En primer lugar definimos el vector r:

r=Cos[wt]i+Sin[wt]j;
coseno seno

Escribiéndolo en formato de vector para calculo:

r={Cos[wt], Sin[wt]};
coseno seno

Podemos calcular la velocidad v =dr/dt, luego:

v=D[r, t]
deriva

{-wSin[tw], wCos[tw]}
Como tienen que ser perpendiculares, se tiene que cumplir v-r =0

v={-wSin[wt], wCos[wt]};
seno coseno

Dot[v, r]
producto escalar

0

En el segundo caso tenemos que calcular la aceleracion es a= d?r/dt 2 =dv/dt:

a=D[v, t]
deriva

{-w? Cos[tw], -w* Sin[tw]}

Comoa = -w? r, tenemos:

~w? cos[tw] -w?sen[tw]=-w?r

2

-w? [cos[tw] + sen[tw]]=-w?

r

Luego el vector aceleracion tiene la misma direccidon que el vector de posicidn, aunque sentido
contrario, y por tanto esta dirigido hacia el origen de coordenadas. También observamos que su
mddulo es proporcional a | r |, que es la distancia al origen, siendo - w? la constante de propor-
cionalidad.

Para demostrar que r x v = cte. hacemos su producto vectorial:
i j k
[cos[wt] i, sen[wt] J]x [-w sen[tw] 1+w cos[tw] j]=| coswt senwt O
-wsenwt wcoswt 0
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w(cos’wt+sen’wt)k =wilk =wk
Definimos vectores ry v en tres dimensiones para el calculo:

inl-1:= r={Cos[wt], Sin[wt], 0};
coseno seno

1= v={-wSin[wt], wCos[wt], 0};
sSeno coseno

in[-]:= Cross[r, v]
producto vectorial

Out[+]=
{0, 0, wCos[tw]?+wSin[tw]?}

Fisicamente se trata del movimiento de una particula alrededor de una circunferencia con una
velocidad angular constante w. La aceleracion que esta dirigida hacia el centro de la circunferen-
cia se llama aceleracidn centripeta.

Ejercicio resuelto 5, p23.

Calcularelvalorde V- (A x r) siendo r un vector de posicion genéricoy A un vector tal que VxA=
0.

in[-1:= Clear["Global %"]
borra

Definimos los vectores matematicamente:

inf]:= A

Axi + Ayj + Az k;
r

xi+yj+ zk;
Definimos los vectores para calculo en Mathematica:

Inf[e]:= A

{Ax , Ay, Az};
{x,y,2};

El producto vectorial A x r:
in[-]:= v =Cross[A, r]
producto vectorial

Out[+]=
{-Azy+Ay z, Azx -Axz, -Ay x + Ax y}

Por consiguiente V- (A x r) seria calcular la divergencia del vector v:

V-(Axr)_(x1+yJ+zk)[X(ay-XaZ|+y(aZ-XaX)J+Z o
aAZX)k]

(VXA)=r-rot(A) =r-0=0
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In[e]:=

Out[s]=

In[+]:=

In[+]:=

In[e]:=

Out[s ]=

Infs]:=

Out[+]=

Div[v, {X, Yy, 2}]
divergencia

0

Ejercicio resuelto 6, p23.

Calcula el trabajo total que es necesario realizar para desplazar una particula en un campo de
fuerzas dado por
F=3xyi-5zj+10xkalolargodelacurvaCdecoordenadas:x=t>+1, y=2 t?, z= £

Clear["Global ="]
borra

Calcularemos el trabajo total a través de la circulacion del vector que define el campo de fuerzas:

TJFdlr J(3xy‘i -5z7j + 10xk) (dxi +dyj +dzk

J?;xydx - 5zdy + 10xdz =

=2
- f 3(t?+1) (2t?)d(t?+1) - 5t°d (2t?*) + 10 (t?+1)dt> =
t=1

t =2
- J (12t5 + 12t - 20ttt £ 30t ¢+ 3@t2) dt =
t=1

t=2
_J (12t5+ 10t4+12t3+30t2>dt:
t=1

12t%  10t> 12t* 30t

+ + + = 303
6 5 4 3

Definimos la fuerza, y la curva para calculo con Mathematica:

F={3xy, -5z, 10x};
r={dx , dy, dz };

El producto escalarF - r:

pe = Dot[F, r]
producto esca

10dzx+3dxxy-5dyz

Calculamos las derivadas de x, y, zen la curva C:

dx = D[t?+ 1, t]
deriva

2t
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mi= dy =D[2 t?, t]

Out[e ]=
4t

mil- dz =D[t3, t]

Out[+]=
3¢?

Particularizando el producto escalar para los valores de C:

In[-].= pep=pe/. {x->t2+1,y->2t2, z->t3, dx»>2t, dy->4t, dz->3t2}

Out[e ]=
—20t*+30t7 (1+t?) +12¢° (1+1t?)

2
Inf]:= j pepdt
1

Out[e ]=
303



