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VECTORES

Ejercicios de aplicacion. Curso de Fisica COU. A. Pefia, F. Garzo
Ejercicio de aplicacion 3, p6.

Dados los vectores: ul=2i-j+k, u2=i+3j-2k, u3=-2i+j-3k, ud=3i+2j+5k. Halla
los valores de los escalares a, b, c de forma que u4 =aul+bu2+cu3.

Clear["Global ="]
borra

Hay que expresar el vector u4 en funcién de los tres vectores restantes:
3i+2j+5k=ai-j+k)+b(i+3j-2k)+c(-2i+j-3k)

Agrupar por componentes:
3i+2j+5k=(2a+b-2c)i+(-a+3b+c)j+(a-2b-3¢)k
Identificando componentes resulta el sistema de ecuaciones:

2a+b-2c=3
-a+3b+c=2
a-2b-3c=5

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

Solve[{2a+b-2c=3, -a+3b+c=2, a-2b-3c=5}]

resuelve

{{fa»-2,b->1,c->-3}}

Es decir que u4 expresado como combinacion lineal de los vectores ul, u2, u3, queda:
u4=-2ul+u2-3u3

Los vectores ul, u2, u3 no son coplanarios ni paralelos y, por tanto son linealmente independi-
entes y constituyen una base del espacio vectorial. Los valores hallados (- 2, 1, - 3) son las coorde-
nadas del vector u4

en esa base.

Ejercicio de aplicacion 4, p8.

Dados los vectores: u=2i +2j -k, v==6i- 3j+ 2k, calcula:
a) El angulo que forman.
b) La proyeccion de u sobre la direccion de v.
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in[-]:-= Clear["Global ="]
borra

Para calcular el angulo que forman los vectores, hay que partir de la definicion del producto
escalar de dos vectores:

u-v
luf fvl

u-v=|u||v|cos a, despejando cos a =

Definimos los vectores:

In[~]:= U

{2, 2, -1};
n[-]:= v = {6, =3, 2}
Hacemos los calculos:

inf-1:= Norm[u]
norma

Out[+]=

in[-]:= Norm[v]
norma

Out[e ]=

in[-]:= Dot[u, v]
producto escalar

Out[s]=
4

El angulo sera:

in[-]:= ArcCos

Dot[u, V] ]
L@lorm[u] Norm[v]

arco cose
outf[s]=
4
ArcCos [— }
21
En grados:
4 180
inl-1:-= ArcCos L— *+— //N
arco cosen@1 7 valor numérico
outf[s]=
79.0194

La proyeccion ortogonal de u sobre la direccion de v:
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1= Import|[
[importa

"/Users/miguelseguramatarredona/Documents/Ciencia/Mathematica/Imagenes/u

sobre v.png"]

out[1]=

Dot[u, V]
inf-]:= uW = —— // N
Norm[v] [ve
Outfs ]=
0.571429

Ejercicio de aplicacion 5, p11.

Dados los vectores: a=2i -3j+k, b=-i+2j-5k,calcula:

a) El momento del vector a aplicado en O (0, 0, 0), respecto del punto P (-2, 1, 0).

b) El momento del vector b, aplicado en A (-1, 2, 3), respecto del eje e definido por la
ecuacion:

m[-1:= Clear["Global %"]
[borra

Definimos los vectores:

inf-]1:= a={2, =3, 1}
b= {‘1’ 2’ '5};
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inl2l:= Import|[
[importa

"/Users/miguelseguramatarredona/Documents/Ciencia/Mathematica/Imagenes/

momento vector_01.png"]

out[2]=

El momento del vector a aplicado en O con respecto al punto P, Ma viene dado:

PO=(0-(-2),0-1,0-0)=(2,-1,0)

ijok
Ma=POxa=(0-(2),0-1,0-0)x(2,-3,1)=(2,-1,0)x(2,-3,1)=[2 -1 0
2-31

inl-1:= PO = {2, —1, 0};

in[-]:= Ma = Cross[PO, a]
|[producto vectorial

Outfe ]=
{-1, -2, -4}

ni3l:= Import|[
[importa

"/Users/miguelseguramatarredona/Documents/Ciencia/Mathematica/Imagenes/

momento vector_02.png"]

out[3]=
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Para el caso b), como tenemos la ecuacién continua de la recta del eje: == = =— = =

Deducimos un punto del eje Q (1, -2, 0). Entonces el momento del vector b (-1, 2, -5) respecto del
eje e, esigual al momento de b aplicado en A (-1, 2, 3) respecto de Q (1, -2, 0) y proyectado sobre el
gjee.

QA =(-1-1,2-(-2),3-0)=(-2,4,3)

Mb=QAxb=(-2,4,3)x(-1,2,-5)=| -2 4 3

-12-5

In[+]:= QA= {—2, 4, 3};

mm[-1:= Mb = Cross[QA, b]
producto vectorial

Out[s]=
(-26, -13, 0)

Y ahora calculamos la proyeccion de ese vector sobre el eje. Un vector paralelo al eje se deduce de

su ecuacion: (2, 3, - 1) y un vector unitario con esa direccion sera: u = I_ZI

in[-]:= v ={2, 3, -1}
v

In[-]:= U@ = ——
Norm[v]

{ 2 3 1 }
| Z ,
7T 414 V14
Por tanto, el momento del vector sobre el eje e, Me es el escalar que representa la proyeccion del
vector momento Mb sobre el eje y mide el momento del vector b aplicado en A respecto de e.

Out[s]=

in[-]:= Me = Dot [Mb, ue]
producto escalar

out[s]=
2 39
-26 -
7 414

Ejercicio de aplicacion 6, p13.

Una particula se mueve a lo largo de la curva S, cuyas ecuaciones paramétricas son:

x =2t
y =t>- 4t
z=3t-5

Siendo t el tiempo. Calcula las componentes de la velocidad y de la aceleracion en el instantet=1
y en la direccion del vectorw =i-3j+2k

in[-1:= Clear ["Global  %"]
borra
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In[e]:=

In[e]:=

In[e]:=

In[e]:=

Out[s]=

In[e]:=

Out[+]=

In[+]:=

Out[s]=

In[e]:=

Out[+]=

In[+]:=

Out[+]=

Escribimos el vector dado wy la curva S en forma vectorial:

w= {1, -3, 2};

s={2t?, t?-4t, 3t - 5};

Calculemos la velocidad v como la derivada del vector de posicion S respecto al tiempo:

ds d

N b t2 - 4) 7 3t -5k
\Y, It t( 1+< )]+( ))
v=D[s, t]

deriva

{(4t, -4+21t, 3}
Particularizando la velocidad parat=1:

Vt=V/ot—)1
{4, -2, 3}

Necesitamos calcular el vector unitario en la direccidn del vectori - 3 j+ 2 k. Para ello tenemos que

saber que el vector unitarioes: u = |_://|

w
Uy = ——
Norm[w]

{ 1 3 2 }

— | =

V14 \14 7

La componente de la velocidad en la direccidn del vector w sera el producto escalar del vector

velocidad v por el vector unitario u,,:

Dot[ve, Uyl
producto escalar

2
8 | =
7

El vector aceleracién:

d?s d (ds d ) )

a = 2()2(4t1+(2t—4)j+3k)
dt? dt \dt dt

a=D[v, t]

deriva

{4, 2, 0}

La aceleracion en la direccion del vector w, es el producto escalar de la aceleracion por el vector
unitario uy:
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in[-]:= Dot[a, uy]

Out[s]=

Ejercicio de aplicacion A-1, p15.

Siendo v una funcidn vectorial de dos variables escalares dadas por:
V(X,y)=(2x%y-x*i+ (&7 -ysenx)j + (x* cosy) k, calcula:

dv v d*v d*v d*v

ax )5; ?C)E;E; d) axay; e) By ox

a)
in[-1:= Clear["Global x"]

Escribimos la funcidon vectorial:

mir= v o= {2x%y-x*, EA(xy) -y Sin[x], x* Cos[y]l};

v
El primer apartado =

ox
in[-1:= D[v, X]
Out[+ ]=

[-4x°+4xy, eYy-yCos[x], 2xCos[y]}

4
El apartado b) calculamos ——:

dy
in[-1:= D[V, y]

Out[s]=
{2x*, &Y x-sin[x], -x*Sin[y]}

62
El apartado c) calculamos ——:
ox
in[-1:= D[V, {X, 2}]

Out[s]=
[-12x*+4y, &Y y?+ySin[x], 2Cos[y]}

o%v

ox oy

El apartado d) calculamos

nl-1:= D[V, X, y]

Out[+]=
(4x, Y +e*Yxy-Cos[x], -2xSin[y]}
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0%v

oy ox

El apartado e) calculamos

n[-1:= D[V, y, X]
|deriva

Outfe ]=
{(4x, Y +e*Yxy-Cos[x], -2xSin[y]}

Siempre que la funcidn v tenga derivadas parciales de primer y segundo orden continuas, ocurrira

que:
*v. v
oxdy Oyox

Ejercicio de aplicacion A-2, p16.

Halla un vector unitario que sea normal a la superficie equiescalar: x* y+2 xz=4en el punto

P(2,-2,3).

m[-1:= Clear["Global  x"]
[borra

in(sl:= Import[
[importa

"/Users/miguelseguramatarredona/Documents/Ciencia/Mathematica/Imagenes/vector

gradiente.png"]

Out[5]=

Calculamos el gradiente a la superficie x> y+2xz=4enel punto P (2,- 2, 3).
Esdecir: grad F=V F=(2i+ 2j+ 2k F=(Zi+ Zj+ Tk)
Definimos la superficie:

- FIX_, y_ 52z 1=xy+2x2z;

Calculamos el gradiente:

1= grad = Grad[f[x, y, z], {X, ¥, z}]
|gradiente

outfs ]=
{2xy+22z, x*, 2x}



ejercicios vectores (aplicacién).nb | 9

Particularizamos el gradiente para el punto P (2, - 2, 3):
ml-]= gradp = grad /. {x>2, y-»> -2, z- 3}
Out[e]=

(-2, 4, 4}

Luego el vector gradiente queda como -2i + 4j + 4k. Un vector unitario normal a la superficie sera:

VF=|VF|.u,luego el vector unitarioes: u = lz—;
rad
In[-]:= U= L // N
Norm[grad;] ve

Out[s ]=
{-0.333333, 0.666667, 0.666667}

Ejercicio de aplicacion A-3, p17.
Dado el vectorv=x?zi-2 y*7%j +x y*zk, halla su divergencia en el punto P (1,-1, 1).

in[-1:= Clear["Global %"]
borra

Se define la divergencia del vector v al escalar que resulta del producto escalar de nabla por el
vector:

. . . . . ov
divv=V.v :(ﬁ|+ﬁj+ﬁk). (Vii+ vyj +v k)= (6—‘/* + 224 Q)
98, 9, o 8, 0,

Definimos el vector v:

nir= v={x*z, - 2y?® 2%, xy? z};
Calculamos la divergencia de v:

inf-1:= div = Div[v, {X, y, z}]

divergencia
Out[e ]=

xy2+2xz—6yzz2

Particularizando para el punto P(1, -1, 1):

inf-]:= divp =div /. {X->1,y->-1, z-> 1}

Out[+ ]=
-3

Ejercicio de aplicacion A-4, p18.
Halla el rotacional del vectorv=x2i-2x?yzj +2yz*k enel punto P (1,-1,1).

in[-1:= Clear ["Global  %"]
borra

Se define el rotacional del vector v al vector que resulta del producto vectorial de nabla por el
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vector:

rotv=Vxv :(§i+aﬁj+aﬁk)x (Vi+vyj+v k)=

X y z

Definimos el vector v:
mil- V= {x z3, - 2x%y z, 2yz4};
Calculamos el rotacional de v:
1= rot =Curl[v, {X,y, z}]

Out[s]=
{2x*y+22*, 3x2%, -4xyz}

Particularizando para el punto P(1, -1, 1):

in[-]:= rotp=rot /. {x>1,y-»>-1, z-> 1}

Out[+ ]=
{0, 3, 4}

Resulta el vector (01,3, 4 k)

Qlo x



