CONCAVIDAD Y CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

UPV. MOOC. Derivadas. Concavidad y criterio de la segunda derivada. Video 25/28. UPV.
Santiago Moll Lopez.

DEFINICION (Calculo. Larson)

Sea f (x) derivable en un intervalo abierto I. La grafica de f (x) es concava hacia arribaen I sif’ (x) es
creciente en ese intervalo y concava hacia abajo en I sif’ (x) es decreciente en él.

La interpretacion de la concavidad puede escribirse en los siguientes términos:

1.- Sea f(x) una funcién derivable en un intervalo abierto I. Si la grafica es concava hacia arriba en |,
la grafica queda por encima de las rectas tangentes en |.

Céncava hacia arriba:

Outf[+ ]=
2.- Sea f(x) una funcidn derivable en un intervalo abierto I. Si la grafica es cdncava hacia abajo en |,
la grafica queda por debajo de las rectas tangentes en .
Céncava hacia abajo:
outf« J=

No es necesario representar la funcion para saber si es concava hacia arriba o concava hacia abajo.
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Tenemos un teorema para ello.
TEOREMA. Criterio de concavidad
Sea f (x) una funcion cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto I.

1.- Sea f“(x) >0 para todo x €, la grafica de f es concava hacia arribaen I.
2.-Sea f“(x) <0 para todo x e |, la grafica de f es concava hacia abajoen I.

Procedimiento

Para aplicar el teorema, localizaremos los valores de x en los que f “’(x) =0, o no existe. A contin-
uacién con esos valores determinaremos los intervalos de prueba y finalmente, estudiaremos el
signo de f “(x) en cada intervalo de prueba.

Ejemplo:

Determina los intervalos abiertos en los que la grafica es concava hacia arriba y concava hacia
abajo.
f(x) ==

x*+3

Solucién:

La funcidn f (x) es continua en todos los puntos.

ne7= FIX_] =

x2+3
6

out[27]=
3+ x2

Calculamos la primera y segunda derivada.

nesl= ' [X]
12 x
ouj28} - —————
(3+ x2>2
o= 17 [x]
48 x? 12

Out[29]= -

(3+x2)3 (3+x2)2

Igualamos a cero la segunda derivada.
nzop= Solve[f''[x] == 0, x]
ouao= {{X->-1}, {x—>1}}

Obtenemos asi los valores que anulan la segunda derivada (que esta definida en toda la recta real).
Dividimos la recta real en tres intervalos para estudiar el signo de la segunda derivada.
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ns1= TableForm[{{" (-o,-1)", "(-1, 1)", "(1, +o)"}, {-2, 0, 2},

{f''[-21, f''[01, f''[21}, {"Arriba", "Abajo", "Arriba"}}, TableHeadings -

{{"Intervalo", "Valor prueba", "Imagen", "Concava hacia"}, {"I1", "I2", "I3"}}]

Out[31]//TableForm=

| I1 I2 I3
Intervalo (-0,-1) (-1, 1) (1, +w)
Valor prueba -2 0 2
108 4 108
Imagen — - = —
343 3 343
Concava hacia Arriba Abajo Arriba
La representamos para ver como es:
na2= Plot[f[x], {x, -4, 4}, AxesLabel -» {"x", "y"}, PlotRange » {0, 3}]

out[32]=

1 n n n 1

3.0

250

-4 -2

0 2

Si afiadimos los puntos de inflexion:

nzs= Show[Plot[f[x], {x, -4, 4}, AxesLabel -» {"x", "y"}, PlotRange » {0, 3}],

Graphics[{Thick,

Point[{-1, f[-1]}],

{Thick, Point[{1, f[1]}]1}}]]

out[33]=

<

3.0

250




4 concavidad y criterio de la segunda derivada.nb

Llamamos punto de inflexion de una funcion f (x) a aquellos puntos en los que la concavidad
cambia de sentido (y existe recta tangente).

Si (c, f(c)) es un punto de inflexion de la grafica de f(x), entonces:

- Obienf“(c)=0

- O bien f (x) no es derivable en x =c.

Ejemplo:

Halla los puntos de inflexién y discutir y discute la concavidad de la grafica f (x) = x*- 4x3

Solucién:

Se trata de un polinomio, por tanto es una funcién continua y derivable. Calculemos la primera y
segunda derivada.

nEa= gIx_] = x*-4x3

out3d= —4 x3 4+ x4

nissi= ' [x]

out[sl= —12 x2 + 4 x3

nse= g ' [X]

oufasl= —24 X + 12 x?
Igualando la segunda derivada a cero.
na7= Solve[g''[x] == 0, Xx]
oupz= {{X >0}, {x->2}}
Estudiamos el signo de la segunda derivada en los intervalos delimitados por los puntos x=0y x = 2.
s TableForm[{{" (-»,0)", "(0, 2)", "(2, +x)"}, {-1, 1, 3},
{g''[-1],g"'"'[1], g"'"[3]1}, {"Arriba", "Abajo", "Arriba"}}, TableHeadings -»

{{"Intervalo", "Valor prueba", "Imagen", "Concava hacia"}, {"I1", "I2", "I3"}}]

Out[38]//TableForm=

| I1 I2 I3
Intervalo (-0,0) (0, 2) (2, +o)
Valor prueba -1 1 3
Imagen 36 -12 36
Concava hacia Arriba Abajo Arriba

La representacion de la funcion es:



In[39]:= PlOt[g[X] 5 {X, —l, 6}, AxeslLabel -» {IIXH’ nyn}’

10

y

Lol b b
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-1

out[39]= 10

-30

0= Show[Plot[g[x], {x, -1, 6}, AxesLabel -» {"x",

1

2

3

5 6

Graphics[{Thick, Point[{-1, g[-1]}1,
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PlotRange » {-30, 10}]

X

"y"}, PlotRange » {-30, 10}],

{Thick, Point[{1, g[1]}], Thick, Point[{3, g[31}1}}]1]

10

y

-1

Out[40]= 10

-30

EL reciproco del teorema no es cierto en general. Por ejemplo, en la funcidn f (x) = x*, la segunda
derivada es cero en x =0, pero el punto (0, 0) no es un punto de inflexion, pues la grafica es concava
hacia arriba antes de cero y despues del cero.

4= 1[X_] = x"4

outa= x4

na2p= ' [X]

out42l= 12 x>
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In[43]:=

Out[43]=

In[44]:=

Out[44]=

In[45]:=

Out[45]=

In[46]:=

Out[46]=

In[47]:=

out[47]=

Plot[i[x], {x, -5, 5}, AxesLabel -» {"x", "y"}, PlotRange -» {0, 100}]

1 n
-4

TEOREMA: Criterio de la segunda derivada

Sea f (x) una funcién tal que f* (c) =0, ( c es un punto critico) y cuya segunda derivada existe en un
intervalo abierto que contiene a c. Entonces

1.-Si £9(x) >0, f(c) es un minimo relativo.
2.-Si f(x) <0, f (c) es un maximo relativo.
2.-Si f9(x) =0, el criterio no decide y hay que usar el criterio de la primera derivada.

Ejemplo:
Halla los extremos de j (x) = -3 x>+ 5x°
Solucién:

Se trata de un polinomio definido en todos los puntos, funcidén continua y derivable. Hallamos
primero los valores criticos de j ().

jIx_1=-3x>+5x3

5x3_-3x°
j'x]
15 x2 - 15 x*

Igualando la segunda derivada a cero.

Solve[j '[x] == 0, x]

{{x=>-1}, {x>0}, {x>0}, {x->1}}

Obtenemos tres puntos criticos. Vamos a clasificar esos puntos usando la segunda derivada.

j''ix]
30 x - 60 x°

Evaluamos los puntos criticos en la segunda derivada.
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nss- TableForm[{{"-1", "@", "1"},

{3''[-11,3''[0],3"'[1]1}, {"Minimo", "No decide", "Maximo"}},
TableHeadings » {{"Punto x", "Valor j''(x)", "Conclusién"}, {"P1", "P2", "P3"}}]

Out[48]//TableForm=

| P1 P2 P3
Punto x -1 0] 1
Valor j''(x) 30 0 -30
Conclusion Minimo No decide Maximo

Para x =0 el test no decide, por lo que tendriamos que aplicar el test de la primera derivada.

- TableForm[{{"(-e0,-1)", "(-1, ©)", "(0, 1)", "(1, +=}"},

{‘2’ ;sg’z}s {j'[‘2]’j'[;]’j'[g]’j'[z]},

{"Decreciente", '"Creciente", "Creciente", "Decrec-iente"}},

TableHeadings » {{"Intervalo", "Valor prueba", "Imagen", "Conclusién"},

{llIlll’ llIzll’ III3II’ III4II}}]

Out[49]//TableForm=

I1 I2 I3 I4
Intervalo (-0,-1) (-1, 0) (0, 1) (1, +o}
Valor prueba -2 ——; i 2
Imagen -180 = » -180
16 16
Conclusién Decreciente Creciente Creciente Decreciente

La representacion de la funcion es:

nsop= PLlot[F[x], {X, -2, 2}, AxesLabel -» {"x", "y"}, PlotRange -» {-10, 10}]

10

Outfs0}= | ‘#/\ |

-5+




